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INTRODUZIONE

Nelle applicazioni piu avanzate del Calcolo Vettoriale, I’impiego del sistema di coordinate rettangolari (o cartesiane
ortogonali) puo rivelarsi poco conveniente perché inutilmente complicato. Cio avviene, generalmente, a causa della
configurazione geometrica del problema considerato, e.g., di quella emergente dalla simmetria che caratterizza il sistema
fisico in questione. La configurazione geometrica che ne domina i modi interattivi puo, infatti, suggerire la deduzione
di molte proprieta dinamiche sia qualitative che quantitative.

Pertanto, il fatto che la base orfonormale rettangolare {x, y, z} consista di vettori uniformi totalmente (i.e., sia in

norma (modulo) sia in direzione sia in verso) non rende, in ogni caso, le coordinate rettangolari piu convenienti di quelle
sferiche per esprimere, e.g., il potenziale vettore magnetico generato dalla corrente di spostamento in un condensatore
conico o la forza di Lorentz, in coordinate cilindriche, che si esercita tra due spire circolari coassiali.

In queste mie note, sono presentati, mi auguro, con dettaglio sufficiente, alcuni aspetti analitico-geometrici minimi
su cui sono incardinate le forme derivate classiche piu note: Vi (gradiente), V - K (divergenza), V x K (rotore) e

V*y (= V-V, Laplaciano) in sistemi di coordinate 3-dim ortogonali generiche (non-cartesiane), espansi da basi

vettoriali variabili. Le rappresentazioni-limite integrali alternative corrispondenti sono pure costruite esplicitamente.
o

Lo scopo principale di quanto esposto qui ¢ di offrire uno strumento introduttivo per rafforzare le proprie capacita
operative, soprattutto, in vista di obiettivi come 1’Elettrodinamica Classica, la Fisica Quantistica sia non-relativistica che
relativistico-speciale. Cosi, di proposito, ho evitato ogni riferimento alle rappresentazioni covariante e controvariante
delle coordinate, strumenti essenziali nella geometria (differenziale) dello Spazio-Tempo relativistico-generale.

La prosa ¢ ridotta al minimo ma il contenuto formale pretende di mantenersi a livello medio-alto.
Il lavoro personale attraverso la ricostruzione dei passaggi dimostrativi e gli esercizi proposti ¢ essenziale all’utilita di
questo math-notebook. Per saperne un po’ di piu, bisogna rivolgersi alla Bibliografia finale, ovviamente.

CM
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Trasformazioni di Sistemi di Coordinate in 3-dim

La trasformazione delle coordinate rettangolari (z;¥; z) di un punto generico r = zx +yy + 23
in quelle (u;wv;w) corrispondenti dello stesso punto vs. un certo altro dominio 3-dim aperto

D,,., < R’ ¢&indicata con la terna simbolica di dipendenze funzionali scalari dirette

z = x(u,v,w)

y =y(u,v,w) . (1)
z

z(u, v, w)
Si assuma, qui, che le Eq.i di trasformazione (1) siano, almeno, biunivoche generalmente (quindi,
invertibili generalmente) e derivabili con continuita due volte generalmente (quindi, € C'(D,,,)

generalmente). Si ricordi che il termine generalmente ¢ usato nel significato specifico: eccetto, al

piu, che per un numero finito di punti di © , (I'insieme-chiusura di © ).

Il determinante jacobiano, non-nullo generalmente, della trasformazione dalle vecchie alle nuove
coordinate, (z;y;2) — (u;v;w), siscrive
Ox/0u Ox/0v Ox/O0w
J(u,v,w) = | 0y/ou Oy/ov OJylow| = 0. (2)
0z/0u 0z/0v 0z/0w
L’invertibilita generale della trasformazione (1) implica sia I’esistenza che ’unicita, almeno locali
generalmente, della terna di dipendenze funzionali scalari simboliche inverse
u = u(z,y, 2)
v = v (xﬁ y’ z) 5 (3)
w = w(z,y,z)

alla quale corrisponde il determinante jacobiano, non-nullo generalmente, della trasformazione
inversa, almeno locale, dalle nuove alle vecchie coordinate, (u;v;w) — (z;y;2),

ou/0xr Oul/dy Ouloz
J N (z,y,2) =| ov/ox ovldy ovloz | # 0. 4)
ow/0x Ow/0y Ow/oz
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Coordinate Curvilinee in 3-dim

In Geometria Differenziale, la n-pla di equazioni di (iper-)superfici parametriche generalmente

regolari (v. [*], P. 439), ottenuta uguagliando ciascuna delle espressioni funzionali delle coordinate
correnti a un parametro reale, definisce una n-pla di equazioni di (iper-)superfici coordinate

parametriche in R", quella, appunto, relativa all’n-pla {c,,c,,...,c,} < R di valori parametrici

simultanei assegnati.
Ad esempio, uguagliando ordinatamente la terna {u, v, w} di coordinate trasformate alla terna di

parametri {c,,c,,c,} < R, siottiene la terna corrispondente di equazioni di superfici coordinate

parametriche in R’ < X xY xZ

'U/(a?, Y, Z) =C,
v(z,Y,2) = ¢y, (%)
w(z,y,2) = Cj.
Il vettore-posizione associato al punto generico P = (z;y; z) si scrive, solitamente vs. 1’origine
del sistema di riferimento rettangolare (i.e., il vettore ‘esce’ dall’origine del riferimento),
r=zx+yy+zz=r(z,y,2) (=P). (6)

D’altra parte, le dipendenze funzionali (1) per le coordinate rettangolari, determinano, a loro volta,
la rappresentazione composta di P = (u;v; w),

r=z(u,v,w)x+y(u,v,w)y+zu,v,w)z = r(u,v,w) (=P). (7)

Ora, se v e w sono mantenute invarianti secondo le Eq. (5), la trasformazione (1) rappresenta la
u-linea (i.e., linea parametrizzata vs. u ) generalmente regolare (v. [*], P. 11)

r(u) = z(u, c2,c3).§7+y(u, c2,c3)j)+z(u, Cy, 03)2- (7.1)

u - linea

In modo analogo, se si prendono {u,w} = {c,,c,} e {u,v} = {c,,c,} invarianti nelle Eq. (1), si
originano, rispettivamente, una v -linea e una w - linea generalmente regolari (almeno, a-tratti) per
ogni coppia di valori reali parametrici assegnati,

r('u) = w(cl,’l),c:;)sé+y(cl,U,C3)j/+Z(C1,U,C3)2, (72)
v - linea

r(’LU) = QT(CI,CQ,’(U).’%+y(Cl,Cz,w)j)+Z(C1,C2,’lU)£. (73)
w - linea

In tal modo, la terna vettoriale {r(u), r(v), r(w)} costituisce, in R*, un sistema di riferimento a
coordinate curvilinee se la u-linea, la v-linea e la w-linea sono regolari (¥). Queste sono dette

linee coordinate e, in generale, possono corrispondere a qualsiasi tipo di linea, retta o non: tutto
dipende dalla natura del sistema generatore (5).

(%) Sia y un sottoinsieme di R® ed esista una funzione continua r:J - R’ ,dove J < R ¢unintervallo e y ne ¢ I'immagine. Si dice curva in
R*® un insieme y in R” con una sua parametrizzazione r(7), essendo 7 € J. Se y, di equazione r = r(7), ¢ tale che r € C'(J) e se

r'(r) # 0 V7 e J (almeno atratti), y ¢ regolare (almeno a tratti). Il vettore tangente localmente a y ¢ definito come r'(7):= T'(7),
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Basi Vettoriali Duali per Sistemi di
Coordinate Curvilinee in 3-dim

Alla base vettoriale rettangolare usuale {x, y,z}, sono sempre associabili, per qualsiasi sistema
trasformato {u, v, w} di coordinate curvilinee ordinate, le coppie seguenti di basi vettoriali duali
reciprocamente: la prima base, {T',,T,, T, }, ¢ la terna ordinata variabile dei vettori tangenti, nel
punto P = (x;vy;z) generico, rispettivamente, alle w-,v-e w-linee coordinate; 1’altra base,
indicata con {N , N , N}, ¢ la terna ordinata variabile di vettori ortogonali, nello stesso punto
P = (u;v; w) generico, alle superfici coordinate locali corrispondenti, rappresentate dalle Eq.i (5).
La variabilita delle basi vettoriali duali {T',,T,,T } e {N,, N, , N} equivale al cambiamento da

punto a punto (locale) dei vettori di ciascuna sia in modulo sia in direzione sia in verso. Le loro
caratteristiche generali non solo ne suggeriscono rappresentazioni ‘naturali’ ovvie ma, da queste, si
deducono prontamente le due basi vettoriali ordinate unitarie e duali, {t ,t ,t ,}e{n n,n,},
costituite da versori. I vantaggi sia di intelligibilita formale che computazionali dell’uso di basi
vettoriali ortonormali (i.e., ortogonali e unitarie) sono fin troppo evidenti!

Il vettore tangente in P = (u;v; w) = r alla u-linea (generalmente regolare), si esprime mediante
la derivata fondamentale

T, = ar #0. (8)
ou
Tipicamente, ¢ || T, || = || T, (u, v, w)|| # 1 (norma hilbertiana).

Estendendo le stesse considerazioni alle altre due linee coordinate, si deduce la base ortonormale
(vettoriale unitaria) ordinata dei versori tangenti

TR0 o L A L ©)
h, ou h,6 0v h, ow

per la quale, risultano, in modo ovvio,
h, = h, (u,v,w) = ||or/oull = (/" +y'" +2/")"* > 0
h, = h,(u,v,w) = ||or/ov]| = (7 +y?+27)"?>0 . 9.1)

h, = h,(u,v,w) = ||or/ow| = (2 +y"+2.)"” >0
La dipendenza dei versori tangenti (9) dalle coordinate trasformate u, v, w €, dunque, esplicita.

Riguardo a una rappresentazione della base vettoriale unitaria coniugata {n_ ,n ,n },basta notare

che, per ogni superficie generalmente regolare X di equazione cartesiana f(z,y, z) = ¢, essendo
¢ una costante, il versore n normale localmente a X ¢ esprimibile come
Viyz _ [ix+[y+/.2
= 2 2 121/2 °
Wyl  (f+f,+1)

Quindi, dalle Eq.i cartesiane (5), si determina, nel punto generico P = (z;y;2) = r € X, labase
vettoriale unitaria ordinata

{n,n,n,={1/n)Vu, @/n,)Vv, 1/n,)Vw}, (1)

(10)

n=n(z,y,z2) =
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nella quale, analogamente alle Eq.i (9.1), si riconoscono i denominatori > 0
— _ _ 12 12 12N\1/2
n.,= 77u($a Y, Z) - ||VU(.’L', Y, Z)” - (’U’z +’U,y +’LLZ )
n,= 1,292 = IVo(z, g, 2l = @2+ 40 (11.1)

— _ _ r2 12 12N\ 1/2
7711) = nw(azi y,Z) - ||Vw(a77 Y, Z)” - (wa: +wy +wz)

Ora, va osservato che, mentre la rappresentazione (9) dei versori (e vettori) tangenti avviene nello
spazio-immagine S, frasformato delle nuove variabili u, v, w, quella (11) dei versori (e vettori)

normali n , ¢ realizzata nello spazio contro-immagine (cartesiano) originario.

Questa dualita geometrica tra le basi vettoriali si rivela sintomatica dell’ortogonalita degli spazi
generati dalle trasformazioni (1) e (3), esprimendosi nella

Proposizione 1
Le basi vettoriali ordinate

(T, T, T,} = {0r/ou,dr/dv,or/dw} e {N, N, N, ={Vu,Vv,Vuw},

generatrici, rispettivamente, delle basi ortonormali (9) e (11), costituiscono una coppia di terne
vettoriali reciproche. A

Dimostrazione
Le Eq.i (1) e (3) fissano la dipendenza composta chiusa
u = u(z,y,2) = u(z(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)). (12)
Derivando formalmente vs. u 1 termini nei due membri estremi dell’identita (12), risulta

1_8_u8_x+8_u8_y+8u8z or

- L2 -y, (13)
OoxOu Oyodu OzOdu OJu
. oL . ox . Oy . Oz. ou . Ou . Ou .
avendo riconosciuto 1 vettori — = —x+—y+—z ¢ Vu=—x+—y+—z2.
ou Ou ou ou ox oy 0z

Procedendo analogamente con le variabili v e w, si ottengono le uguaglianze

oy = gy =1, (14)

ov ow

Invece, derivando formalmente vs. v 1 termini nei due membri estremi dell’identita (12), si trova

g Q005 Guoy ouge o7 o | (15)
oxodv Oyodv 0Oz0Ov Ov

come, pure, rispettivamente, valgono le uguaglianze

L LN L AL (16)
ow ou ow ou ov

Quindi, per comodita, rinominata la terna {u, v, w}:= {q,,q,,q,} ordinatamente, le Eq. (13), (14),

(15) e (16) possono essere poste nella rappresentazione sintetica a-la Kronecker,

I vy =5, 17)

aq,,
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con {u, v} < {1,2 3}. Tale rappresentazione ¢ quella di una coppia di terne vettoriali reciproche,
q.e d. (v, eg, ['l, LI CL PD.

O

Un controllo dei volumi caratteristici, di segno relativo, costruiti dai t-ps (tri-prodotti scalari) delle
terne ordinate locali reciproche {T',,T,,T, } e {N,, N , N}, mostra che essi coincidono con gli
Jjacobiani delle inversioni reciproche {x, vy, z} 2 {u,v,w},v.le Eq.i(2) e (4).
Infatti, ricordando, all’occorrenza, che i determinanti di due matrici (quadrate) in C mutuamente
trasposte sono identici, si trova esplicitamente, in termini di t-ps,
o or o) or or o0

| Ou Ov Ow ou Ov Ow

ox/0u Oylou 0z/0u ox/0u Ox/0v Ox/Ow
=| O0x/0v Oylov 0z/0v |=|0y/ou OJylov OJylow|= J(u,v,w); (18)
ox/Ow Oylow 0Oz/0w 0z/0u 0z/0v 0Oz/ow

[N, N, N 1=[VuVvVw]=Vu-VuxVuw

ou/0x Oul/dy Ouloz

ov/ox Ovloy Ovloz | =J (z,y,2). (19)
ow/0r Ow/dy Ow/oz

Inoltre, poiché le due terne vettoriali sono reciproche, valgono le identita (v., e.g., [*], [*], [°], [*])
locali e biunivoche di invertibilita

1
J Nz, y,2) = —— 20
(z,y, 2) o) (20)
2_ V’UXV’U) _ NUXNU) (21 1)
ou J'(z,y,2) [N,N,N,]° '
ﬁ_ waVu _ NwXNu (212)
v JNz,y,2) [N,N,N,]’ '
G_r_ V'U,XV'U _ NuXNv . (213)
ow JNz,y,2) [N,N,N,]’ '
or or
Vu = ov__ Ow = TvXTw ’ (221)
J(w,v,w)y [T, T,T,k1]
or or
Vv = ow _Ou = TwXTu , (222)
J(u,v,w) [T, T, T,
or or
pw=ou v _ LT (22.3)

- Ju,v,w) [T, T,T,]°

Non ¢ inutile soffermarsi un attimo per focalizzare le dipendenze funzionali dei termini contenuti
nei membri sinistri e, rispettivamente, destri delle identita (21.1), ..., (22.3).
]
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Coordinate Curvilinee Ortogonali in 3-dim

Un sistema {u, v, w} di coordinate curvilinee si dice ortogonale se le sue linee coordinate sono

ortogonali tra loro in ogni punto dello spazio da esse generato. In tale circostanza, la base vettoriale

ordinata unitaria corrente, {t ,t ,t }, € localmente ortonormale, nel senso che tali versori sono

mutuamente localmente ortogonali.

La base vettoriale corrente verra sempre intesa come ordinata, ortonormale e destrorsa, senza

eccezione. In altri termini, le sue proprieta geometriche costitutive globali nel dominio (sotto-spazio)
3 :

D.,.,.,< R sono:

A

t,ot,=0,,, (23)
con commutativita vs. gli indici di linea, V {a, f} < {u, v, w};
t, =t xt,, t =txt, t, =t xt, (24)
con anti-commutativita dei fattori vettoriali associata alla ciclicita vs. gli indici di linea;
1 00
[ttt 1=t -t,xt, =0 1 0|=1 (>0), (25)
0 01
con ciclicita vs. gli indici di linea e positivita del volume (unitario) caratteristico.
O
Proposizione 2
Sia {u, v, w} un sistema qualsiasi di coordinate curvilinee ortogonali.
Allora, V a € {u, v, w}, valgono localmente le identita vettoriali seguenti,
t. =n,. A (26)

Dimostrazione
Dall’ortogonalita locale della terna ordinata (destrorsa) {T,,T, ,T, }, segue, per la proprieta di
reciprocita (17), quella della terna duale associata {N , N , N }.

Pertanto, 1 volumi caratteristici (18) e (19) sono dati, rispettivamente, dai t-ps

[T, T T,]= [ﬂ or ﬁ} = J(u,v,w) = h,h.h, > 0, 27)
ou Ov Ow
[N,N,N ]=[Vu Vv Vw]E;:nunvnw>O, (28)
J(u, v, w)
dove, per I’Eq. (20), anche la terna (28) ¢ positiva e risulta localmente
h,h h, = L . (29)
.1,

O

Ora, essendo {fu, fv, fw} una base vettoriale (ordinata) ortonormale, si pud manipolare, e.g., la
prima identita costitutiva (24) scrivendo, mediante le Eq.i (21.1), (21.2), (21.3), (28) e (29),
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or Or VwxVu VuxVou
— X — =} X— . . . .
7 E E _ 81} aw _ J (:Ea Y, Z) J (ZU, Y, Z) _ (nwnwxnunu)x(nunuxnynu)

tu = v X w - 2
hvhw hvhw (nun'unw) h’l}hﬂ)
,ﬁ'v X ’ﬁ’w nuhu'ﬁ'u A
= = =nh,n,. (30)
nn.bh, () (hA)
Poiché ||£u I =lln, | =1en,h, > 0,laconsistenza della sequenza di trasformazioni (30) implica

che I’identita (26) vale, per a = u,sse h, = 1/n,, 1.e., sse ||Or/0ul|| = 1/[|Vu|| localmente.

O

Analogamente, si dimostrano le identita £, = 7,h, %, ¢ t,=n,h,n,.Quindi, Va € {u,v,w},
vale la condizione locale, propria di un sistema di coordinate ortogonali,

or ‘ = (@ +yl+2)" = L1
oa . |V el

_ _ 12 12 r2N\1/2
h = =(a, +a, +a)". (31)

La combinazione delle identita (11) e (26) fornisce le formule seguenti a variabili separate, valide
localmente per qualsiasi sistema {u, v, w} di coordinate ortogonali:

1

fa (u,v,w) = ——Va(z,y, 2); (32)
n,(z,y,z)
da queste, inversamente, si ottengono
Va(z,y,z) =n,(z,y,2)n, (z,y,2) = B S fa (u, v, w), (33)
h,(u, v, w)

Va e {u,v,w}.
[m]

Per un sistema qualsiasi di coordinate curvilinee ortogonali {u,v,w}, 1 termini h , h , h, sono

detti fattori di secala. Essi risultano fondamentali nella scrittura corretta di quantita geometriche
differenziali trasformate, fornendo la correzione specifica alla distorsione locale delle coordinate
di linea u, v, w vs. ’andamento rettilineo (cartesiano), assunto come di riferimento fondamentale.

Se, Va € {u,v,w}, s, = s(a) = 0, rappresenta la distanza (o coordinata naturale) misurata

lungo I’ - linea, allora, dall’Eq. (9), si puo scrivere

or _ or ds,

T,=— = .
Jda  0s, da

Considerazioni differenziali elementari (v. [*], P. 24) mostrano che 0r/da = fa . Quindi, in modo

alternativo all’Eq. (9), si perviene alla rappresentazione naturale importante

ds, .
7ty | (34)
da da

Il confronto tra I’Eq. (34) e gli elementi della base ortonormale (9) fornisce 1’'uguaglianza

h,=ds,/da (= (o +a)’ +a’)"?), (35)
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che, dalla definizione di differenziale 1° di una funzione di una sola variabile, equivale a

ds, = h,da (= (a?+a)+a'’) da). (36)

In parole: le lunghezze infinitesime di archi di linee coordinate ortogonali corrispondono alle
variazioni delle coordinate di linea moltiplicate per i fattori di scala rispettivi.

Pertanto, I’Eq. (34) ¢ esprimibile come

or _ bt
oa

A

dalla quale, con trasformazioni elementari sul versore ¢

(37)

si trovano alcune identita generali,

semplici ma comode in molte circostanze.
Infatti, mantenendo come sistema di riferimento ortogonale fondamentale quello rettangolare e
combinando le Eq.i (1) e (6) nell’Eq. (37), si scrive

i 1 or 1 (am oy . 0z Aj. (39)

= = i+ 422
“=h 0z h, ¥

oa oo oa

Il confronto della rappresentazione (38) con quella generale evidente
t, = (t, 0%+ (E, DI+, D2 (39)

— valida localmente, oltretutto, vs. qualsiasi altro sistema di riferimento di coordinate ortogonali
assunto come fondamentale (e.g., cf/c Esercizio 5) — fornisce le identita cercate:

1 oz

t - x= , 40.1
“ h, oa 0.1
P 1 oy

£t vp=—"=2L 40.2
Y a (402)
AL 1 0z

t 1=—"2. 40.3
“ r oa (40.3)

Ora, riprendendo 1’Eq. (37), I’ortogonalita del sistema {u,v,w} di coordinate curvilinee implica
localmente, per invarianza formale, la validita della combinazione lineare differenziale esatta

dr = Y. —da = (h,du)t, + (h,dv)t, + (h,dw)t, = dr(u,v,w). (41)

Da questa, si ha che la lunghezza dell’arco di linea infinitesimo limitato dai punti P = (u; v, w) €

P+dP = (u+du;v+dv;w+ dw) ¢ esprimibile dallo scalare invariante (invariante vs. qualsiasi
sistema di riferimento ortogonale dotato della stessa metrica e dello stesso prodotto interno)

ds ~ ||dr|| = (dr-dr)"” = ((h,du)’ + (h,dv)’ + (h dw)’)"” = ds(u,v,w).  (42)

O

Nelle coordinate curvilinee ortogonali u,v,w, I’elemento differenziale infinitesimo di volume

dQ < ® ., ¢il parallelepipedoide a spigoli possibilmente curvilinei uscentida P = (u;v;w), 1

quali, a meno di infinitesimi di ordine > 2, approssimano lunghezze infinitesime del 1° ordine di

linea coordinata nel verso localmente tangente (quindi, in direzione rettilinea) (cfr/c Eq. (34)). 1l
volume corrispondente del parallelepipedo infinitesimo approssimante si scrive
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dQ2 = (¢,ds,)- (t,ds,)x(t,ds,) = [£, t,t,]ds,ds,ds,

N —
51

= h, h h dudvdw = J(u,v,w)dudvdw. (43)

Il risultato espresso dall’Eq. (43) non ¢ inatteso! La positivita evidente di J(u, v, w) dipende dalla
scelta della base ortonormale {fu, fv, Ew} di riferimento come una terna vettoriale positiva, i.e.,
destrorsa, v. Eq. (25). Pertanto, la negativita eventuale di viene attribuita, necessariamente, alla
presenza di una o tre variazioni locali negative delle coordinate di linea, du, dv, dw, vs. la terna

(destrorsa) dei vettori tangenti rispettivi.
[m]

Infine, gli elementi differenziali infinitesimi d’area sono tre, ciascuno dei quali, ottenuto, al 1°
ordine associando due degli altri spigoli rettilinei approssimanti mentre il terzo spigolo risulta, dalle
Eq. (24), normale al rettangolo generato dai primi due.

Poiché esistono due vettori normali a una superficie regolare, localmente opposti, ¢ necessario
stabilire quale sia quello di verso positivo (o emergente dalla superficie). Il prodotto vettoriale
convenzionale genera un riferimento destrorso (la cosiddetta regola della mano destra della Fisica
elementare), conseguenza della definizione rigorosa di superficie orientata (v. [°], P. 451-455).
Ora, I’area dS, della ‘base’ del parallelepipedo approssimante nell’Eq. (43) ¢ data dal prodotto

vettoriale che la definisce. Com’¢ noto, tale rappresentazione vettoriale ¢ caratterizzata dal versore
normale alla base, fu . Si ha, dunque (al 1° ordine di approssimazione infinitesima),

dS = (t,ds,)x(t ds, ) =t (h dv)(h, dw)
=t h,h,dvdw. (44.1)

O

Con una permutazione ciclica degli indici di linea nell’Eq. (44.1), si ottengono le aree infinitesime
analoghe a quelle delle altre due facce del parallelepipedo approssimante (43),

dS, =t h h, dudw, (44.2)
dS =t h h dudv. (44.3)

Le Eq.i (44.1), (44.2) e (44.3) costituiscono gli elementi d’area infinitesimi generali delle superfici
coordinate locali ovunquein ® .
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Le Forme Derivate Fondamentali in 3-dim
in Coordinate Curvilinee Ortogonali

Come si ¢ accennato nell’INTRODUZIONE, la conoscenza della struttura rappresentativa generale
di ciascuna delle forme fondamentali di derivazione, Vi, V- K, V x K e V’y , indipendente dal
sistema di coordinate orfogonali scelto, si rivela cruciale per il trattamento di molti modelli teorici
differenziali condivisi sia dalla Fisica che dall’Ingegneria (Meccanica Analitica, Elettrodinamica,
Fluidodinamica, Elasticita ¢ Meccanica Ondulatoria nei mezzi continui, Acustica, Teoria del
Trasporto molecolare, etc.). In particolare, nei problemi cosiddetti di Sturm-Liouville agli auto-
valori, la conoscenza della struttura della forma laplaciana di v, i.e., V’y (= V-Vy), risulta

essenziale per la separabilita delle variabili nella ricerca di soluzioni stazionarie o perturbative di
equazioni differenziali dinamiche a derivate parziali.

Dalla determinazione della struttura rappresentativa generale del vettore Vi, si deducono, con una
certa cautela, quelle delle altre espressioni derivate.

Proposizione 3

Si supponga che valgano le dipendenze funzionali biunivoche (1) e (3) e si consideri la funzione
scalare (u;v; w) = y(u,v,w) € C'(D,,,) divariabili coordinate ortogonali, dove ®,, < R’ ¢

uvw

un dominio aperto. Allora, in © vale la rappresentazione generale locale

uvw 2

Loy Lovy Lovy |

v
Vo 0w h ov " h 0w ™

(45)

Dimostrazione

Della definizione di V' in coordinate rettangolari,

Vuy )= Yes W5, (46)
ox oy 0z
si costruisce la rappresentazione Vi (z, y, 2) = Vy(u(z,y, 2)), v(z, y, 2), w(x, y, 2)) mediante le

formule di derivazione parziale composta

oy 81//8_u+81//6_v+81//8_w
ox Oou 0r Ov 0r Ow O
v _ovou oviv ovow. @
oy ou 0y Ov dy Ow Oy
oy 61//8_u+81//@+8l//6_w
0z Oou 0z Ov 0z Ow 0z

Sostituendo le espressioni (47) nell’Eq. (46), si possono riordinare i1 termini in modo da scrivere

oy [ Ou P 6u . 8u 81// ov P 811 . 811 81// ow ., Oow . Ow.,
Vy =—| —x+—y+ | Xttt —|—=x+t—y+—z2
ou 8x 8y 8z 8:0 8y 8z 8w ox oy 0z

EaV/Vu+aWVv+8V/Vw,

ou ov ow

tovy Loy T _yp
h, ou h, ov h, ow

UV W V/(uﬂ ’U, w) b
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avvalendosi, nel passaggio conclusivo, delle identita (33), necessarie per esprimere fufti i termini in
funzione delle sole coordinate u, v, w, q. e. d. .

Osservazione 1

La fattorizzazione (unicamente!) operatoriale vs. w nell’Eq. (45) mette in evidenza 1’espressione
generale dell’operatore differenziale V' (gradiente o del) nel dominio ®

uvw 2

u—l 2 +t, 19 +t, 19 Vo (48)
h, ou h, ov h, ow
|

Proposizione 4

Si supponga che valgano le dipendenze funzionali biunivoche (1) e (3) vs. alla funzione vettoriale
(u;v;w) > K(u,v,w) = Y Kt elC'(®,,)dved, < R’e&undominioapertodi

variabili coordinate ortogonali.
Allora, in ©  , st ha la rappresentazione generale della divergenza di K

a=u,v,w uvw

1
h’u h’vhw

V-K =

(i(hvhwm+i<hwhu1<v)+i<huhvl<w)j. A (49
ou ov ow

Siricordi che h h h = J(u,v,w), Eq. (43).
Dimostrazione

Poiché {t,,t,,t,} ¢ una base ortonormale positiva, combinando la proprieta costitutiva (24) con

I’Eq. (33), si determinano le identita a variabili miste (h, = h_ (u,v,w), Va =Va(z,y, z))

t, =t xt,=hh VoxVw,
t,=t,xt,=h,h VwxVu, (50)
t, =t xt,=hhVuxVuv.

In tal modo, la funzione vettoriale K pud essere riscritta nella forma
K=Kt +Kt +K,t,
=hh K VoxVw+h h KVwxVu+h h K VuxVuv,
dalla quale, tenendo conto della scomposizione additiva di K in®  , dell’identita fondamentale

V- (F)=F-(Vg)+(V-F)¢ (siveda, e.g,[’], Eq. (31))edell’Eq. (33), si ottiene, identificando
p=hh, K, eF =VuxVuw,

V (K,t)=V-(hh, K VvxVw)
= (vaVw)-V(hvthu)+(V-(val7w))hvhw]{u
= #EH-V(hvthuH(V- v h K, . (51)

11 secondo addendo nell’Eq. (51) risulta nullo perché (v., e.g., [°], Eq.i (33) e (75)), si ha
V.-WVuoxVw) =Vw:- (VUx¥Vv) Vv (VLx¥Vw)=0+0=0.
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Quindi, mediante ’Eq. (45), ’Eq. (51) assume una forma in cui, ora, tutti i suoi termini dipendono
esplicitamente dalle sole coordinate u, v, w,

V.(K,t,)= Liu- t ii(hvthu)+£Uii(hvthuHiwii(hvthu)
h, Ov h, ow

hvhw ‘ hu au v w
1 0
= —(h,h, K,). 52.1
h, h h, au( k) (52-1)
La ciclicita vs. gli indici di linea da prontamente, dall’Eq. (52.1), gli altri due termini necessari,
- 1 0
V-.(K,t,) = —(h h K)), 52.2
(K.£) = 3 ay b KD (522)
V(K t)= L i(th) (52.3)
w o w huhvhw aw u v w/ * °

Si conclude per I’asserto sommando i risultati (52.1) (52.2) e (52.3), q. e. d. .

Proposizione 5

Sotto le stesse ipotesi della Proposizione 4, vale la rappresentazione generale del rotore di K :

1 (0 0 .1 (9 G .
VxK =——| —(h,K,)-—(h,K,) |f, + —(h,K,)——(h,K,) |t, +

hvhw av w U
1 (@ 0 ;
+—| —(h,K,)-—(h,K,)|i 53
T Gl T <>
huiu h’UA’U hwiw
1 & 8 0

A (53.1)

Dimostrazione

Mediante le Eq. (32) e (33), risulta conveniente rappresentare la funzione vettoriale K nella forma
a variabili miste

K=Kt +Kt +K,t =hKVu+thKVvo+h K Vw.

Poiché Vx (¢F) = VxF)¢p—-FxVd e VxVep =0 (v.,eg., ['], 2], (], [*], [°], [*]), allora, dalla

scomposizione additiva di K in ® si scrive, assegnando ¢ = h K e F =Vu,

Vx(K,t,)=Vx(h,K,Vu)

= (VxPi K, ~VuxV(h,K,) =V (hK,)xVu

. 10khK,) ~10HhK) ~ 10hL,K,)) 1 -
=t,—————+t, ———+t, —— [x—1,
h, Ou h, oOv h, oOw Y

h,h ow * h,h ov v

w u u v

: (54.1)



Sistemi di Coordinate Curvilinee Ortogonali in 3-dim — 13

dove ci si € avvalsi delle Eq.1 (45), (33) e della proprieta costitutiva (24).

Nel primo e nell’ultimo membro della catena di identita (54.1), tutti 1 termini dipendono in modo
esplicito dalle sole coordinate u, v, w.

Poi, a partire dall’identita (54.1) stessa, variando gli indici di linea ciclicamente, si determinano le
altre due combinazioni lineari vettoriali necessarie,

Vx(K,t,) = - : 54.2
(K.t,) h,h, Ou Y hh, Ow b (542)
oh, K,) oth, K, ) -
Pk iy =L KD 1 0K (54.3)
h,h, Ov h,h, Ou
La dimostrazione si conclude sommando i risultati (54.1), (54.2) e (54.3), q. e. d. .

La verifica della rappresentazione simbolica (e comoda) (53.1) ¢ un esercizio elementare.

|

Proposizione 6

Si supponga che sussistano le dipendenze funzionali biunivoche (1) e (3) per la funzione scalare
(u; v; w) - w(u,v,w) € C'(D,, ) divariabili coordinate ortogonali e sia w(u, v, w) derivabile

uvw

almeno due volte nel dominio aperto ©, < R®.

uvrw —

Allora, in ® , , vale la rappresentazione generale
h,h h, h h,h

Vi = 1 [ o[hhoy | OfRD. Oy 0 [hM oy (55)

h,hh, \Ou\ h, Ou) Ov| h, Ov | Ow| h, Ow

1 o (h,h,h, 0o )
e — — ||y =V . A 55.1
J(u, v, w) a:%:v,w oa [ h’ 80{} v i (55.1)
Dimostrazione

L’Eq. (45) fornisce le componenti scalari di Vi nel dominio © quindi, V ¢ € {u, v, w},

t -Vy = (/h,)(0y/da).

Quindi, operando sull’identita V’y =V -V , si applica I’espressione formale di V - K in ©
espressa dall’Eq. (49), sostituendo K, = (1/h,)(0y/0) . Ne risulta I’identita (55), q. e. d. .

uvw 2

Osservazione 2

Come per I’operatore V (cft/c I’'Eq. (48), anche riguardo all’operatore V? si individua, con la
fattorizzazione operatoriale vs. v nell’Eq. (55), la struttura generale vs. un sistema di coordinate

curvilinee ortogonali qualsiasi:

1 o (h hh o
Vi= B o g (= 55.2
h h h a_g,wﬁa[ hZ aaj “e ( )

u v w

dove, al solito, vale I’'uguaglianza h h h = J(u,v,w).
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La dimostrazione della Proposizione 6 sfrutta in modo sintetico (e conveniente) le strutture gia
acquisite delle operazioni di gradiente e di divergenzain ©
Draltra parte, se si preferisce seguire un procedimento piu elementare, meccanico e (relativamente)

sicuro in situazioni specifiche, € essenziale evitare accuratamente scritture istintive ma, in generale,
errate, quali, e.g.,

vovy =i~ i 0y Lo Ly Loy g LoV
ou ov h ow h, Ou h, ov h, ow

1

h, " h,

o(lov),1o(1av), 1 a(1aw
ou\h, 0u | h,ou|\h, v | h, 6 oul|h, ow )
In questa, infatti, stata applicata — in maniera semplicistica — la sola proprieta costitutiva (23) del

prodotto interno tra vettori ortogonali, trascurando di eseguire anche le derivazioni dei versori
contenuti nell’espressione di Vi, i quali, se non sono variabili in modulo, lo sono, pero, sia in

1
h,

direzione che in verso vs. le stesse coordinate u, v, w !
Quindi, V {u, v} < {u, v, w}, I’operazione differenziale corretta (successiva a quella distributiva
della somma vs. il prodotto dei vettori V e Vi) ¢

. . ot
i, 2 Lov)_|¢ 1oy, s 0[1ov (56)
“ou) |\ " h v “u )k, ov | "o\ b ov

A questo punto, la prosecuzione del calcolo richiede la conoscenza della dipendenza esplicita di EV

dalla coordinata x, cosi da poter determinare il vettore va /o .

Un procedimento operativo generale

Quando sia stato specificato il sistema di equazioni (1) di trasformazione diretta delle coordinate
rettangolari (x; y; z) , una sequenza logica delle equazioni per il calcolo degli elementi differenziali

nelle coordinate {u, v, w} trasformate ¢ data da

Eq.(7) —» Eq.(9.1) > Eq.(42) — Eq.(48) — Eq.(49) > Eq.(53.1) = Eq.(55.2).
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Rappresentazioni Integrali

In molteplici questioni di carattere sia teorico che applicativo, 1’equivalenza — dove sussista — tra
rappresentazioni integrali e differenziali ¢ di rilevanza operativa difficilmente sottovalutabile.

La disponibilita di queste rappresentazioni alternative non risulta solo conveniente nella scelta dei
procedimenti risolutivi piu diretti. Non ¢ raro, infatti, che essa faccia emergere, dalle strutture piu
interne dei modelli matematici implicati, simmetrie e regolarita altrimenti elusive.

Qui, ci si limitera a riformulare alcuni risultati fondamentali in termini di risultati ottenuti nelle
pagine precedenti in questo documento. Determinazioni generali di tali risultati fondamentali, i.e.,
indipendenti dal sistema di coordinate utilizzato, sono presentate, e.g., in ['], [*], [*], [’], [°], sotto

condizioni analitiche specifiche opportune (e.g., v. la discussione approfondita in [*]).
O

Proposizione 7

Siano S = 0Q e C = dS interni al dominio aperto ®,, < R®. S ¢ una superficie chiusa,

frontiera del volume d-la Gauss finito Q; S = S\8S ¢ la superficie aperta finita corrispondente,
bordata dalla linea a-la Stokes C' chiusa. Inoltre, si assuma che il Teorema della Media Integrale
valga generalmente in © opportunamente adattato a qualsiasi tipo di integrale (vettoriale).

Allora, dalle rappresentazioni operatoriali
£uii+£vii+£wiisvs limlq‘g%(dS), (57)
h, ou h, ov h 002 7

(dS = ndS) sitraggono le identita seguenti:

-~ 1oy ; 1oy , 1oy
Vy=V u,v,w)=t, ———+t, ————+t, ——
1 1
= (_rlzlzqoﬁigg (dS)jgy = (121210543) wdS. A (58)

Dalla Teoria (v., e.g., [*], [*], [’]), & possibile trasformare I’integrale-limite di superficie (58) in un
integrale-limite di volume e, da questo, arrivare a un’espressione alternativa di Vi eliminando

elementi infinitesimi di misura aventi ordini > 2.
Quindi, per il Teorema della Media Integrale, si scrive, in modo equivalente,

1 1
Vv = lim — VwdQ = Vv(u,v,w)J(u,v,w)dudvdw ~ ...
v QHOQJ:;[J. v J(u, v, w)dudvdw v )¢ )
(dove, le terne coordinate (uw;v;w) A (u;v;w) € £2 - 0)
L~ 1 iuia_V/jLivia_WJrAwia_V/ h h,h,
h,h, h, h, Ou h, ov h, ow
E (—al/lhvhwtu+al/lhuhwtv+al/lhuhvtwj
h,h, h, \ Ou ov w
1 0 ,; 0 0 ,; 0 -
= — (@t ,h hyw)-wv—(t h h,)|+| —(E h,h yw)—yv—(t h,h,) |+

o ; o ;
+| —(, hhw)-v—(t, h,h
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1 a(ihh ) 095 (thh ) — o[ o5 +
“hhh || ou Y W@/avaw oYY e N Fwou | |
0 o (o
Lo hhy) -y L e ]~
e LAY W@’%B

(trascurando 1 termini contenenti variazioni del 3° ordine nelle aree vettoriali infinitesime (cf/c le
Eq.i (44.1), (44.2) e (44.3) precedenti)

1
~ —(t. h h +—thh +—thh 58.1
hhvhw( (t,h,h,w) (t,h,h,v) (t,h, Ul//)j (58.1)

u

O

1
hu hvhw

= (éiTO%{ﬁ(dS)j-KE é@é%ﬁ[{-ds = zzm—jj V.-KdQ, (59)

V-K =

(i(hvthu) + L (oK) +i<huhvl<w>j
ou ov ow

per il Teorema di Gauss (v., e.g., ['], [’1, [*], [°], [°]), etc. ;

1 (0 0 -
—(h,K,)-—(h,K,)|t, +
h (ﬁw(" 2wl ”)j”

w U

VK = i(imm)—i(ng i+
h h \Ov ow

vow

1
—(h, K ——hK
Lt hh( k)5 )j
1
=[!JZT05§> dexK_!lleO—Cﬂ-)deK_flzzTo—” VxKdQ (60)

(ancora, v., e.g., ['1, [’T, [*], [°], [}]), etc. .

Inoltre, se il Teorema di Stokes vale lungo la frontiera C' di una superficie infinitesima S , il rotore
di K(r)inr = r(u,v,w), essendo r un punto interno a S, ¢ rappresentabile come integrale di

linea, risultando

1 G, .1 (0 0 ’
Vum;wx = W( ( w)—a(thv)j tu+ﬁ(£(huKu)_£(thw)j tv +(J
+L(—( K )——(h K )j
= (m %9& dé‘jn(r) K(r) _( 951{(5) dé‘jn(r) (61)
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APPLICAZIONI

Come si ¢ premesso nel'INTRODUZIONE, non esiste, di per sé, alcuna ragione formale perché il
sistema di coordinate rettangolari in R*® sia da privilegiare come fondamentale rispetto a tutti gli
altri; pero, ne esiste certo una pratica, apparendo sensato € conveniente fissare come prioritario un
sistema di riferimento ortogonale le cui linee coordinate, oltre a essere immagini geometriche
intuitive di R, sono rette, i.e., linee illimitate a curvatura nulla ovunque, per le quali, le superfici
coordinate associate sono piani, i.e., superfici illimitate aventi curvature principali (v. ['°], p. 478)
nulle ovunque. Questa scelta rimanda a contesti analoghi, e.g., I’attribuzione convenzionale (pure
arbitraria) dell’ordinamento vs. lo ‘zero’ delle immagini numeriche sulla retta.

Le relazioni formali generali ricavate nelle pagine precedenti dovrebbero rispondere in modo
sufficiente ai problemi di trasformazione 3-dim piu frequenti in ambito sia classico che quantistico
non-relativistico e quantistico-relativistico.

Come esempi, sono presentati i risultati relativi alle tre rappresentazioni coordinate di maggior
interesse e frequenza, quelle rettangolare, cilindrico-circolare e sferica, delle quali, sono indicate
le equazioni-sorgente generali rispettive.

In ogni caso, 1’eseguibilita dei calcoli relativi a trasformazioni di coordinate ortogonali qualsiasi
dipende dalla conoscenza delle dipendenze funzionali (1) delle coordinate rettangolari, necessarie
per la rappresentazione (7) di r e, quindi, dalla determinazione, con le Eq. (9.1), dei fattori di scala
appropriati. L attivita computazionale — generalmente elementare — si riduce all’adattamento delle
relazioni formali gia ricavate alle geometrie specifiche.

Coordinate Rettangolari

Le coordinate rettangolari sono trasformate ordinatamente in sé stesse,
(z3y;2) > (u;v;w) = (2395 2), (62)

dall operatore identita, rappresentabile mediante la matrice jacobiana identita

0zloz  OmAdy  Omidz 100
J(z,y,2) = | oyfz 0Oyldz Oyoz |=| 0 1 0 |. (62.1)
0210z 0240y  02/0% 00 1

Ovviamente, il determinante jacobiano ¢ il suo inverso (v. Eq. (20)) valgono entrambi 1,

1
J (@, y,2) = ———=1=hhh,. 63

Dalle Eq. (9) e (6), la base ortonormale dei versori tangenti localmente si scrive

{t,.t,.t} = {h%g_;’ hiyg—;, h%%} = {hix hiyﬁ, hiz} : (64)

Quindi, uguagliando gli elementi ordinatamente, le identificazioni
{t,.t,, 0.} = (%57}, (65)
h,=h,=h,=1 (66)

sono immediate (e scontate).
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Analogamente, dall’Eq. (11), la base ortonormale dei versori normali localmente ¢ data da

(A d,. ) E{iVx,iVy,in} :{ifc,iﬁ,ié}, (67)
n, n, n. n, n, 1.
con le conclusioni evidenti
{n,,n,nt:={x1}, (68)
n.=n,=n,=1. (69)

Le superfici coordinate rettangolari sono costituite dalla terna parametrica di piani
{r=c,(0=0), y=¢,(:=0), z=c; (:=0)}, (70)

mentre 1’elemento differenziale infinitesimo di /inea assume, attraverso le Eq.i (41) e (42), le
rappresentazioni vettoriale e scalare ovvie

or

dr= Y, —da = xdz+ydy+7dz, (71.1)
a=z,y,2 O
ds ~ ||dr|| = (dz)’ + (dv)’ + (dw)’)". (71.2)

L’elemento differenziale infinitesimo di volume e 1 tre elementi differenziali infinitesimi d’area
corrispondenti si ottengono adattando le Eq.i (43) e (44.1), (44.2), (44.3). Risultano

dQ = J(z,y,z)dzxdydz = 1-dexdydz = drdydz, (72)

dS,= xh h dydz = xdydz,
dS,= yh,h,drdz = ydzdz, (73)
dS, = zh,h,dxdy = zdzdy.

z

Circa le forme derivate fondamentali, le Eq. (44), (48), (52) e (54) si riducono elementarmente alle
espressioni rispettive ben note,

ox oy 0z
0K, 0K, 0K,

+ + : 75
ox oy z (73)

0
oK. 0K ). (0K, 0K.\. (0K, oK, ).
Vx K Lx+ - y+ L Z
0z
4
9

V-K

oy oz ox ox oy
x
0o o

) 76
ox Oy Oz (76)

K, K, K,

Oy (r) , Op(r)  y(r) (77)

Vv? =
vr) ox’ oy’ 0z’
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Coordinate Cilindrico-circolari

La trasformazione delle coordinate rettangolari in quelle cilindrico-circolari (cilindriche) ¢
(z;y:2) & (u;v;w) = (P55 2), (78)
essendo p € R, (= R"U{0}), ladistanza dall’asse Z (di simmetria), ¢ € [0,27), 2 € R;

Eq. (1) =
z=x(p,Q,2) = pcosy,
y=y(p,p,2) = psing, (79)
z = z(p7¢’z) :: z’
Eq.(2) =
ox/0p 0Ox/O0p 0Ox/0z cosp —psing 0
J(p,p,2) =|0ylop Oylop 0yloz|=|sing pcosp 0= p; (80)
0z/0p 0z/0p 0z/0z 0 0 1
Eq.3) =

invertendo le Eq. (79), si ottiene il sistema di equazioni scalari

1/2

p = p(z,y,2) = (2 +y°)
¢ = @(z,y,2) =tan ' (y/z) ; (81)
z=2(z,y,2) =2

Eq. 4) =
dplox Oploy 0ploz| |zl +yH)? yl@*+yH)"?
J N (z,y,2) = |0plox Oploy O¢loz|=|-yl(z*+vy’) z/(z°+7y°)
0z/0r 0z/0y 0z/0z 0 0
= (@' +y) "= p; (82)
Eq.(5) =

la terna di superfici coordinate parametriche
{p(z,y,2) =c,, o,9,2) =c,, 2(z,9,2) =c,}, (83)

¢ costituita, rispettivamente, da una superficie cilindrica (a sezione circolare) illimitata secondo il
suo asse (I’asse Z ), da un piano contenente 1’asse Z e da un piano parallelo al piano X xY .

Eq.(7) =

F = XpcosQ+ ypsing+3z; (84)

Eq. 9.1) =

Tenendo conto che la base ortonormale rettangolare ¢ invariante sia nelle direzioni che nei versi dei
suoi elementi, si calcolano, a partire dall’Eq. (84),
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or . A or . . or .
— = XcosQ+ ysing, — = —Xpsing+ ypcos, — =z (85.1)
op op 0z
e, quindi, i fattori di scala cilindrici sono
h,=llorlopll =1, h,=l0rldpll=p, h, =]orloz|=1. (85.2)
Segue che
Eq.(9) =
PP NP 1 or 1 o0r 1or
t .t t}=1{p,¢,s}=——7- ——0V— 1, 86
{t,t,t.i=1{p.0.2} {hpap o hzaz} (86)

i.e., dalle Eq. (85.1), (85.2) e (39), si ottengono le identita

p = Xcosp+ysing = (p- )X+ (p- Ny + (p-2T
= —Xsing+ yeosp = (¢ X)X+ (- Py + (3-2)7 . (87)
= X + GFF + (G- 22

Le identita (87) possono essere poste sinteticamente nella forma matriciale

ASH

&

p cosp sing 0 )\(x
o|=| —sing cosp 0 ||y (88)
4 0 0 1)z

Poich¢ la matrice (quadrata) nell’Eq. (88) ha i termini reali e il suo determinante ¢ generalmente
non-nullo, essa risulta invertibile per trasposizione rigaz colonna, i.e.,

x cosp —sing 0\(p
y|=1| sinp cosp 0 || ¢ (89)
b4 0 0 1 )z
La forma matriciale (89) corrisponde al sistema lineare di identita inverse vs. le Eq. (87)
X = peosp—gsing = (X-p)p+(X-9)p+ X2V
y = psing+pcosp =y-p)p+(y-9)o+ (107 . (90)
i=2= GpIp+ G0 +GE DI
E opportuno disporre anche delle derivate dei versori cilindrici vs. le coordinate cilindriche.
Mediante le Eq. (87), si calcolano
op op . op
@ _y, L_,, Py, (91.1)
op op 0z
@y, Lo 22y, (912)
op op 0z
% _g 92 _, % _y. (91.3)

op op 0z
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Eq. (41) =

dr = pdp+epdp+2zdz; (92)
Eq. (42) =

ds = (dp)* +(pde)’ +(dz)")"”; (93)
Eq. (43) =

dQ = pdpdpdz; (94)

Eq.i (44.1), (44.2), (443) =

dS,= ph,h dpdz = ppdpdz
dS,=¢h,h dpdz = pdpdz ; (95)

dS,=zh,h,dpde = zpdpde

Eq. (45) =
.0 .10 .0
Vy =|p—+to——+71— |v; 96
v (pap ¢pap zazjl/f (96)
Eq. (49) =
1(0 oK, 0
V.K=—|— +—2+—(pK
(ap(p ») o0 az(/? z)j
K 0K 0K, 0K
2 2 1% =5 (97)
P op p Op 0z
Eq. (49) =
oK 0K 0K oK
S e e I R ey PR (RO G R
p\ O0p 0z 0z op p\0Op op
p po z
_1le 2 e, o8)
plop Op 0z
K, pK, K,
Eq. (49) =
vy = L[ ,0v), o (1w @(pWJ
p\op\" Op ) Op\podp ) 0z\' Oz
10 0 1 0° 0’
SENAyLANERA LS (99)
pop\" Op ) p O0p~ Oz
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Coordinate Sferiche

La trasformazione delle coordinate rettangolari in quelle sferiche ¢

(z;y;2) & (us;v;w) = (1;6;9), (100)
essendo r € R, , la distanza dall’origine, 0 € [0, 7], ¢ € [0,27);
Eq. (1) =
x=z(r,0,p) =rsinfcose,
y=y(r,0,p) =rsindsing, (101)
z=2(r,0,p) =rcosb,
Eq.(2) =
ox/or 0x/060 Ox/0p
J(r,0,p) =|0ylor 0Oylo@ Oy/op
0z/0r 0z/00 0z/0¢
sin@cosp rcos@cosp —rsindsing
= | sin@sing rcosOsing rsinfcosp | = r’sinb; (102)
cos 6 —rsinf 0
Eq.3) =
invertendo le Eq. (101), si ottiene il sistema di equazioni scalari
r=r(zyz) = @+y3+2)"
0= 0(z,y, z) = tan ' ((z*+ y*)"?/2) (103)
¢ = o(z,y,2) = tan” (y/z)
Eq.4) =
or/ox Or/oy Or/oz
J (x,y,2) = | 00/0x 00/0y 06/0z
oplox O@loy Oploz
x Y z
(:E2+y2+2:2)1/2 ($2+y2+22)1/2 ($2+y2+z2)1/2
B xz Yz B (" + yz)l/2
($2+y2+z2)($2+y2)1/2 ($2+y2+z2)($2+y2)1/2 $2+y2+22
Y L 0
- (xQ o y2)1/2 (mQ 4 y2 )1/2
B 1
(w2+y2+22)1/2(w2+y2)1/2
1 1 1
= = = ; 104
r(r’=z9" " r*(1-(cos®)*"*  r’sind (104)
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Eq.(5) =

la terna di superfici coordinate parametriche
{r(z,y,2) =c,, 0(z,y,2) =c,, @(z,9,2) =c;}, (105)

¢ costituita, rispettivamente, da una superficie sferica, da una superficie conica avente I’asse Z
come asse di simmetria e da un piano contenente 1’asse 7 ;

Eq. (7)) =

r = XxXrsinfcosp+ yrsin@singp+zrcos, (106)

Eq. 9.1) =

Tenendo conto che la base ortonormale rettangolare ¢ invariante sia nelle direzioni che nei versi dei
suoi elementi, si calcolano, a partire dall’Eq. (106),

? = xsin@cosp+ ysinOsing + zcos 6,
r
or . A . A
20 = xrcos@cosp+ yrcos@sinp—zrsind, (107.1)
or A . A
Py —xrsin@sing + yrsin@cos ¢
4

e, quindi, 1 fattori di scala sferici sono
h,=lor/or||=1, h,=|0or/d0| =r, h,=|0r/0p| =rsind. (107.2)

Segue che

Eq. (9) =

{t.t,.t} = (70,0} = ia—r, iﬁ,iﬂ : (108)
? h, or’ h, 00" h, 0p

i.e., dalle Eq.i (107.1), (107.2) e (39), si ottengono le identita
F=xsinfcosp+ ysin@sing+zcosf = (r-x)x+(F-p)y+(r-2)z,
0 = XcosOcosp+ pcosOsing—7sind = (0-X)%x+(0-p)y+(0-7)3, (109)
§ = —Xsinp+ycos = (- D)X+ (- Py + (57,

le quali possono essere poste sinteticamente nella forma matriciale

r sin@cosp sin@sing cosf [ x
0|=| cos Ocosp cosOsing —sinf || y (110)
) —sing cos @ 0 Z

Poiché¢ la matrice (quadrata) nell’Eq. (110) ha i termini reali e il suo determinante ¢ generalmente
non-nullo, essa risulta invertibile per trasposizione righe = colonne, i.e.,
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~

x sin@cos@ cos@cosp —sing
y|=| sinOsing cosOsing cosp || 0 (111)
Z cos @ —sin@ 0 0
La forma matriciale (111) corrisponde al sistema lineare di identita inverse vs. le Eq. (109)
% = FsinOcosp+0cosOcosp—sing = (X-F)F +(%-0)0 +(%-9)p,
y = FsinOsing +0cosOsing+pcosp = G-F)F+(3-0)0+(5-9), (112)
i =rcosO-0sing = (G-F)F+(G-0)0+ (G-97p.
E opportuno disporre anche delle derivate dei versori cilindrici vs. le coordinate cilindriche.
Mediante le Eq. (109), si calcolano
g=0, ﬂ=é, ﬁ=qssme; (113.1)
or 00 op
8_0:0, 8—0:—;3, a—azqﬁcosﬁ; (113.2)
or 00 op
a—(020, a—(0=0, a—(o:—fsin@—écosﬁ; (113.3)
or 00 op
Eq. 41) =
dr = Fdr+0rd0+¢rsindde:; (114)
Eq. (42) =
ds = ((dr)’ + (rd@)’ + (rsin0dp)*)'"*; (115)
Eq. (43) =
dQ = r’sin@drd@de; (116)
Eq.i(44.1), (44.2), (44.3) =

Eq. (45) =

Eq. (49) =

V-K =

r’sin6

1

dS, = Fh,h,d0dg = Frisin0d0dp,
dS, = 0h h,drdp = Orsinddrde, (117)
dS, = ¢h, h,drdd = ¢rdrdd;

(118)

.0 -1 0 ca IR
or r o6 q)rsin@a(o Ve

[a—ar(r?Krsin 0) +%(rKesin 0) +%(TK¢)j
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10 , 1
——(r°'K, )+
r? ar( ) rsiné

0 oK
— (K, sin@)+—=| . (119)
00 80

Eq. (49) =

1 0 . 0 .
VxK = T2sin9(g(ersmﬁ)—%(rKg)err(J

1 (0K, a(K'e)él(a(K)aKrjA
+ ——(rK  sin +—|=—(r -
L rsin@\ 0p or 7 rlart " 59 )?
Foor0  rsinfe
o 9 9 (120)
r°sin@| or 00 op
K, rK, rsinfkK,
Eq. (49) =
Vi = 21 i(7ﬂ2sin€a—lﬂj+i(sin6’a—l’llj+i(—1 8_;//)
r-sin@ \ Or or 00 or op\sin@ or
2
_ %i(ﬁi} ! i(sinaij+ I (121)
r° or or) r’sin@ 00 00) r-(sin@) op

Si noti I’identita formale (valida sse r — y(r) € C” almeno, ¢ una funzione scalare di vettore),
1 0 ( 281//(1’)) 1 o°
r® or or r or’

confrontandola con il caso scalare radiale puro r — w(r) (funzione scalare di variabile scalare)
dell’Bsercizio 8, 8.6.

(ry(r), (122)
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Esercizi

Esercizio 1

Un caso particolare delle Eq.i (1) ¢ quello in cui w = ¢, con ¢ costante, i.e.,

z =z(u,v,¢) = z(u,v)

Yy =y(u,v,c) = y(u,v) .
z(u,v,c) = z(u,v)

z

Qui, il vettore-spostamento r = z(u, v) X+ y(u,v) y + z(u,v)z = r(u, v) traccia la superficie 3-
dim 2': w(x,y, z) = c, sulla quale, sono definite le coordinate curvilinee u € v.

1.1

1.2

1.3

1.4

Si dimostri che le linee coordinate di equazioni rispettive u = ¢, € v = ¢, sono localmente
ortogonali sse
owdn dyoy, 020z
oudv Ouodv Ouldv

si dimostri che I’elemento differenziale infinitesimo di lunghezza d’arco lungo una linea
generalmente regolare, giacente su X' e rappresentata dalle equazioni ¢ - parametriche

u = u(t)
v=uov(t)

= 0; (123)

b

¢ dato da (cfr/c Eq. (42))
~ (Edu®+2F dudv + Gdv*)"?, (124)

in cui, sono definiti, come norme hilbertiane, i parametri di 2° ordine
E = ||or/ou||*, F:= (0r/ou)-(0r/ov), G:=|or/ov|*, du’= (du)’, dv’= (dv)’;
si dimostri che se F' = 0, allora le coordinate u, v su 2 sono mutuamente ortogonali;

si dimostri che ’area A di 2 vale

8r

A = ”(EG F)2dudv =

dudv = JJ (det (AATY)?dudy, (125)

dove la 2 x 3-matrice A — che deve avere caratteristica 2 affinché sia garantita la regolarita
di X — ¢ definita (cf/c ['°], vOL. 2, P. 439, Eq. (1.3)) come

o oy oz
ou Ou Ou

A = ) (125.1)
o oy o
ov Ov Ov

HEsercizio 2

In coordinate ortogonali curvilinee generiche {u, v, w}, si determini la rappresentazione esplicita
del laplaciano vettoriale (v., e.g., [°], Eq. (34.1))

VK =WV-V)K =V(V-K)-Vx(VxK).
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HEsercizio 3

Dal confronto tra le scomposizioni ortogonali rettangolare vs. cilindrica del campo vettoriale K

generico,
K- {KI:2+Kyj;+Kzé

K p+K,p+Kz

mediante le Eq. (87) e (90), si verifichino le identitd matriciali (e, da queste, le relazioni lineari
scalari ordinatamente corrispondenti)

K, cosp sing 0\ K,
K,|=| —sinp cosp 0 || K, |, (126.1)
K. 0 0 1 K,
K, cosp —sing 0\ K,
K,|=| sinp cosp 0| K,]|, (126.2)
K, 0 0 1) K,

portando alla conclusione che /e rappresentazioni rettangolare e cilindrica di K si trasformano
["una nell’altra come le basi vettoriali-unitarie (ortonormali) rispettive (ci0 vale, peraltro, per una
coppia qualsiasi di scomposizioni ortogonali di K ).

Esercizio 4

Dal confronto tra le scomposizioni ortogonali rettangolare vs. sferica del campo vettoriale K

generico,
K- K. x+K y+K.z
K. r+K,0+K,p

mediante le Eq. (109) e (112), si verifichino le identita matriciali (e, da queste, le relazioni lineari
scalari ordinatamente corrispondenti)

K, sinfcosep sin@sing cosl (K,
K, |=| cosOcosp cosOsing —sinf | K |, (127.1)
K, —Sing cos @ 0 K.
K, sin@cosp cos@cosp —sing \( K,
K, |=| sin@sing cos@sing cosp || K,]|, (127.2)
K, cos —sin@ 0 K,

concludendo che le rappresentazioni rettangolare e sferica di K si trasformano ['una nell’altra
come le basi vettoriali-unitarie (ortonormali) rispettive (ci0 si verifica, peraltro, nel caso di una
coppia qualsiasi di scomposizioni ortogonali di K ).

Esercizio 5

Mediante prodotto matriciale (composizione di trasformazioni lineari) tra i termini delle Eq. (110)
e (89) e, poi, tra i termini delle Eq. (88) e (111), si verifichi che le trasformazioni diretta e inversa
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tra le basi vettoriali ortonormali cilindrica e sferica sono rappresentabili mediante le equazioni

r sin@ 0 cos@ \(p
0|=| cos® 0 —sin6 ||¢], (128.1)
P 0 1 0 z
p sin@ cos@® 0\
ol=| 0 0 116 (128.2)
4 cos@ —sinf 0 )\ @

Si scrivano le equazioni lineari a cui ciascuna di queste corrisponde, ottenendo le rappresentazioni
dei versori sferici in termini di quelli cilindrici, e viceversa.

Hsercizio 6
Si verifichino le espressioni trasformate sferiche degli operatori scalari rettangolari di derivazione,

0 0 cosé’cosq)iJr sing 0

— = sinfcosp— + , (129.1)
ox or r 00 rsinf op

9 = sin@sin(pi+—cosesm¢i+ cosg 0 , (129.2)
oy or r 060 rsinf o

O osp 2 _sin0 0 (129.3)
0z or r 060

HEsercizio 7

Si verifichino le identita di trasformazione seguenti, la prima cilindrico-rettangolare, la seconda
sferico-rettangolare:

i i . 1. X—2Tp
7.1 (pcotp—@)cosp = (z/y) x; 7.2 9= __y)g CL‘Z;V :
rsin@ r+y

Esercizio 8

Rispetto al sistema consueto di coordinate sferiche {r, 8, ¢}, si determinino i risultati seguenti:

T

81 V(1/r)=Vx(cos@)Ve; 82 Vo =—-V0,;

sin
8.3 Vf(r)=Fif(r); 8.4 V-(f(r)r) = 3/(r)+rf(r);
85 Vx(f(r)yr)=0; 8.6 VQf(T):%f’(T)-‘rf”(T).

HEsercizio 9

Rispetto al sistema consueto di coordinate cilindriche {p, ¢, z}, si provi che

Vinp =VxQZop).
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HEsercizio 10

Assegnati il campo scalare armonico r — y(r) (i.e., tale che V’y/(r) = 0) e il campo vettoriale
derivabile K := V' x (yr), si verifichi, in coordinate sferiche, che

1 [81// Oy oy 8%//}

K-VxK =
sin@\ 0p 000r 060 Opor

Inoltre, se w(r) ¢ separabile totalmente vs. le tre variabili scalari (i.e., w(r) = R(r)O(0)D (p)),
allora, si proviche K-Vx K =0,i.e.,che K 1 (VxK).

[cf/c: [°], Eisercizio 12]

Esercizio 11
Per il sistema di coordinate ellittico-cilindriche, la trasformazione delle coordinate rettangolari,
(z;y;2) > (usv;w) = (u;p;2),etaleche u € Ry, ¢ € [0,27),2 € R.
Assegnata la costante a € R", le equazioni di trasformazione delle coordinate rettangolari sono
x = z(u, @, 2):= acoshucos @
y = y(u, @, 2):= asinhusing . (130)

z(u,p,2)=z

z

11.1  Si verifichi che le famiglie di superfici coordinate sono

cilindri ellittici confocali in (£a;0;2): u = c,
cilindri iperbolici: ® =c,,
piani paralleli al piano X xY : zZ=cy;
11.2 si verifichi che tale sistema di coordinate ¢ ortogonale;
11.8 st verifichi che i fattori di scala ellittico-cilindrici sono dati da
_ _ . 2 . 2\1/2 _
h, = h,=a((sinhu)”+ (sinp)’)", h,=1. (131)

Hsercizio 12
Per il sistema di coordinate parabolico-cilindriche, la trasformazione delle coordinate rettangolari,
(z;9;2) > (u;v;w) = (u;v;2), etaleche {u,2} < R,v € R, .

Le equazioni di trasformazione delle coordinate rettangolari sono

z=xz(u,v2)= (" —-v>)/2
y =vy(u,v,2)=uv . (132)

z(u,v,2)=z

z

12.1 Si verifichi che le famiglie di superfici coordinate sono
cilindri parabolici confocali sull’asse Z : u = c,
cilindri parabolici confocali sull’asse Z : v =c,,

piani paralleli al piano X xY : zZ=cy;
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12.2 si verifichi che tale sistema di coordinate ¢ ortogonale;

12.8 si verifichi che i fattori di scala parabolico-cilindrici sono dati da

h,=h, =@ +v)"”,  h =1. (133)

HEsercizio 13

Per il sistema di coordinate prolato-sferoidali, la trasformazione delle coordinate rettangolari,
(z;9y;2) > (u;v;w) = (u;0;9),¢taleche u e R, 8 € [0, 7], p € [0,27).

Assegnata la costante a € R ", le equazioni di trasformazione delle coordinate rettangolari sono

z = x(u, 0, p):= asinhusin@cos @

y =y(u, 0, )= asinhusin@sing . (134)

z = z(u, 0, ) = acoshucos @

18.1 Si verifichi che le famiglie di superfici coordinate sono

sferoidi prolati: u=c,
iperboloidi a due falde: 0 =c,,
semi-piani originanti dall’asse Z : @ = cy;

138.2 si verifichi che tale sistema di coordinate ¢ ortogonale;

138.8 si verifichi che i fattori di scala prolato-sferoidali sono dati da

h, = h, = a((sinhu)’ + (sin9)*)"”, h,= asinhusin0 . (135)

Esercizio 14

Per il sistema di coordinate oblato-sferoidali, la trasformazione delle coordinate rettangolari,
(z;y;2) > (u;v;w) = (u;a; ), etaleche u € R, @ € [-7/2, 7/2], ¢ € [0,27).

Assegnata la costante a € R", le equazioni di trasformazione delle coordinate rettangolari sono

z = z(u, @, p):= acoshucosacos @

y =y(u,a, @)= acoshucosasing . (136)

z = z(u,a, )= asinhusina

14.1 Si verifichi che le famiglie di superfici coordinate sono

sferoidi oblati: U = ¢,
iperboloidi a una falda: a =c,,
semi-piani originanti dall’asse Z : @ = cy;

14.2 si verifichi che tale sistema di coordinate ¢ ortogonale;
14.8 si verifichi che i fattori di scala oblato-sferoidali sono dati da

h, = h, = a((sinhu)’ + (sina)’)"?, h,= acoshucosa . (137)
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HEsercizio 15

Per quanto riguarda il sistema di coordinate paraboloidali, dedotte da quelle parabolico-cilindriche,
Eq.1(132), la trasformazione delle coordinate rettangolari, (z;y; 2) — (u;v;w) = (u;v; @), tale

che {u,v} < R, ¢ €[0,27). Le equazioni di trasformazione dalle coordinate rettangolari sono
date dal sistema

x = x(u, v, Q)= uvcos

y =y, v,@)=uvsing . (138)
z(u,v, @)= (u”—v°)/2

15.1 Si verifichi che le famiglie di superfici coordinate sono

- paraboloidi simmetrici vs. semi-asse Z":  u = c,,
- paraboloidi simmetrici vs. semi-asse Z": 0 = c,,
- semi-piani originanti dall’asse Z : @ = cy;

15.2 si verifichi che tale sistema di coordinate ¢ ortogonale;
15.8 si verifichi che i fattori di scala paraboloidali sono dati da

h,=h,=(u’+v")", h = uv; (139)

4

15.4 si verifichi che vale il prodotto vettoriale # x v = —¢ tra i versori di linea tangenti.

HEsercizio 15.1

Un controllo immediato delle Eq.i di trasformazione (138) e dei domini delle coordinate rispettive (indipendenti!)
suggerisce una rappresentazione alternativa un po’ piu ‘snella’ per la trasformazione paraboloidale stessa. Alla base
ortonormale {x, p, z}, viene, in questo caso, associato il sistema scalare diretto

z = z(u,v, @)= (uv)'*cosp

y = y(u,v,9) = (vv) " sing , (140.1)
z = 2z(u,v, )= (u—v)/2
cui corrisponde il sistema inverso
u=u(r,z)=r+x

v(r,z)=r—=z (140.2)
¢ = ¢(z,y,2):= tan (y/z)
1/2

vs. la base ortonormale {1, v, ¢} . Nel sistema (140.2), siha r = r(z,y,2) = (z°+y* +2°)

Si verifichino le espressioni trasformate seguenti, di impiego frequente in Fisica Quantistica:

utv)’ utv)’
e« h = , h = , h = (uv)’?; 141
“ [ 4u j ! ( 4v j o = (u0) (141)
U+ u+v v
+ ds(u,v,p) = (du)* + ——= (dv)’ +uv(de) | ; (142)
4u 4v
1/2 1/2
N PPN [ R A (143)
e u+v) Ou u+v) ov  (uww)” Op

2
v A fof,0),0f o)), 18 s
w7 y+wv|oul ou) vl ov uv 0@
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HEsercizio 16

Per il sistema di coordinate bipolari, la trasformazione delle coordinate rettangolari, (z;y; z) —
B~ (u;v;w) = (p;k;2),etaleche p € [0,27), k e R,z € K.

Assegnata la costante a € R", le equazioni di trasformazione delle coordinate rettangolari sono

16.1

16.2
16.3

_ ) a sinh K
z=2(p,K,2) = ———m,
coshk — cos @

asin
y = y(p,x,2)= ——P
coshk — cos @

z

z(p,K,2)= 2.

Si verifichi che le famiglie di superfici coordinate sono

piani contenenti I’asse Z : Q=c,,
- coppie di cilindri circolari con gli assi di simmetria

ortogonali, rispettivamente, all’asse X e all’asse Y : K =c,,
- piani paralleli al piano X xY : zZ=cy;

si verifichi che tale sistema di coordinate ¢ ortogonale;

si verifichi che i fattori di scala bipolari sono dati da

h :hK:—a N h :1
7 coshk — cos @

Esercizio 17

(145)

(146)

Si consideri una superficie forica di sezione circolare, avente 1’asse Z (cartesiano) come asse
concentrico di simmetria, non-interno al volume del toro. La sezione torica sia ortogonale al piano

X xY e sia tagliata da questo in due semicerchi contenuti, rispettivamente, nei semi-spazi Z ¢

Z" . Inoltre, sia p = p, la distanza radiale, sul piano X x Y, tra ’origine e il centro della sezione

circolare del toro.
Circa la trasformazione dalle coordinate rettangolari al sistema di coordinate toriche, (x;vy; z) —

= (u,v,w) = (éawaﬂ)a étale Che é: € [Oapo]a (0 € [0927[)9ﬁ € [09272-)
Le equazioni di trasformazione delle coordinate rettangolari sono

17.1

z =z(5, 9, )= (p,+scos f)cosp
y =y 9, B)= (py+ccos f)sing .
2(5, 9, )= gsinf

Si verifichi che le famiglie di superfici coordinate sono

sezioni toriche circolari ortogonali al piano X xY e
centrate sulla circonferenza p = p, sul piano X xY : & =c,
piani contenenti I’asse Z e le sezioni toriche: Y =c,,

piani passanti localmente per i centri delle
sezioni toriche e ortogonali ad esse: B =cy;

(147)
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17.8 si verifichi che il sistema inverso di equazioni vs. la trasformazione (147) ¢ dato da

1/2 )1/2

§=8(2,y,2) =@ +y +2°+ p;=2p (2" +y’)
= — -1

p= pe s = ot

($2+ y2)1/2 _pU

17.8 si verifichi che tale sistema di coordinate ¢ ortogonale;

17.4 si verifichi che 1 fattori di scala forici sono dati da
h,=1, h,= p,+S&cos B, h,=¢. (149)

17.5 si verifichi che il volume 2 e 1’area A della superficie torica, 1a cui sezione circolare abbia
raggio £ = a, valgono, rispettivamente,
Q = 27r2a2p0, (150.1)

A =drxap, = % . (150.2)

Osservazione 3

La geometria delle coordinate toriche ¢, indubbiamente, quella piu conveniente per la rappresentazione delle proprieta
dinamiche del plasma in un tokamak, i1 modello di reattore di sviluppo e di interesse applicativo maggiore nello studio
del plasma di fusione nucleare.

Esercizio 18
Sia Y=r = f(r(u,v)), conr = (z(u,v);y(u,v); z(u, v)) una superficie regolare e almeno di
classe C'(T), definita nell’insieme chiuso e connesso T della coppia parametrica variabile {u, v}
(e.g., v. ['], VOL. 2, CAP. 6). Inoltre, sia F(r) un campo vettoriale su X .
Dalla scomposizione F(r) = F (r) + F(r) inr € X', si verifichino le rappresentazioni locali

Vi) -GNV fr)

EO = ror s
3 ) = TLOXFO)<V 1)
: IV f()lI?

dei vettori componenti normale e tangente in qualsiasi parametrizzazione ortogonale (cilindrica,
sferica, etc.) del campo F(r) = F(z(u,v),y(u,v), 2(u, v)).

Osservazione 4

La comprensione delle formule (151) ¢ importante nella rappresentazione parametrica delle superfici in programmi di
grafica come GnuPlot ™.
(] ]
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